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Motivacao — |

erowsenssemasvods M |_jnguagens logicas estao intrinsicamente ligadas ao

o — conceito de computacao (e.g. circuitos implementando um

@ Viotivagao — I computador digital podem ser descritos através de

Overview linguagem proposicional).

Légica Proposicional

S G e m A utilizacao de linguagens loégicas para descrever problemas
Conclusoes computacionais data da época em que 0s primeiros

computadores digitais foram construidos.

m Datam da mesma época também, os esforcos para se
implementar provadores automaticos de teoremas.
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Motivacao — Il

erowsenssemasvodzc B Desenvolvimentos tedricos, datando desta mesma epoca,

g fizeram com que as linguagens modais deixassem o
contexto da discussao filosoéfica e fossem adotadas na
Overview descricao de problemas matematicos e computacionais.
Légica Proposicional

Logica de Conhecimento m [inguagens modais expressam tais problemas de modo
Gavlgiss natural, através, por exemplo, do uso das nogdes de

necessidade, conhecimento, crenca e tempo.

B Linguagens modais possuem boas caracteristicas, ou seja,
0s problemas de decisao relativos a tais linguagens sao
computacionalmente trataveis.
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Roteiro

@ Provas em Sistemas Modais 1 Lég|Ca PrOpOS|C|0na|

Motivagao

Overview notacao, sintaxe, semantica, metodo de prova,
~
renomeagao;

Légica Proposicional

Légica de Conhecimento

2. Légicas Epistémicas:

Conclusdes

motivacao, sintaxe, semantica, resolucao, exemplos.
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® Provas em Sistemas Modais
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Légica Proposicional

@ Introducgao e Sintaxe

@ Semantica

@ Propriedades Semanticas
@ Métodos de Prova — |
@ Semantica e Prova
@ Resolugao

O CNF

@® Exemplo |

@ Eficiéncia

@® Exemplo Il

@ Eficiéncia Il

@® Renomeagao

@® Exemplo Il

@ Eficiéncia Il

@ Exemplo

Logica de Conhecimento

Conclusdes

C. Nalon

Introducao e Sintaxe

simbolos e de conectivos:

B Sentencas complexas sao construidas a partir destes

¢ Simbolos Proposicionais: P = {p,q,r,p",q,r",...};
¢ Constantes: true, false;
¢ Operadores Classicos:

—(p
(o N o)
(o Vo)
(¢ = 9)
(¢ < 9)

(
(
(
(
(

negacao),
conjuncao),
disjuncao),
implicacao),

dupla implicacao).
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Logica de Conhecimento

Conclusdes

C. Nalon

Semantica

m Uma valoracao é uma funcao mo a qual atribui um valor de
verdade a cada um dos simbolos proposicionais:

7o : P — {true, false}

m A funcao de valoracao € estendida para lidar com formulas
complexas, e.g.:

m(—p) = true Se, € somente se, my(p) = false

m(p A1) = true se, e somente se, y(y) = true € () = true
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@ Eficiéncia Il

® Renomeagao

@® Exemplo Il

@ Eficiéncia Il
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Logica de Conhecimento

Conclusdes
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Propriedades Semanticas

m Uma valoracao = satisfaz uma formula ¢ se, e somente se,

m(p) = true.

m Uma férmula ¢ é valida se, e somente se, 7(y) = true para

toda valoracao .

m Uma formula ¢ € uma contradicao se, e somente se,

m(p) = false para toda valoragcao .

B[ =y p € consequéncia logicade I'.

= ¢ abrevia () = ¢: ¢ é vélida.
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@ Eficiéncia Il
® Renomeagao
@® Exemplo Il

@ Eficiéncia Il
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Logica de Conhecimento

Conclusdes
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Meétodos de Prova - |

® Um calculo para uma determinada linguagem logica
consiste de um conjunto de axiomas e um conjunto de
regras de inferéncia.

m A prova de ¢ a partir de um conjunto de féormulas I' € uma
sequéncia de formulas ¢y, ..., ¢,, onde ¢, = ¢ e cada p; é

¢ um axioma;

¢ um membro de I'; ou

+ foi obtido a partir da aplicagao das regras de inferéncia as
formulas anteriores na sequéncia.

m [+ p: existe uma prova de ¢ a partir de T';
- o abrevia 0 - ¢: ¢ € um teorema.
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Relacao entre Semantica e Prova

B O calculo é consistente se todo teorema é uma féormula
valida.

Fp = Fo

m O calculo € completo se toda formula valida € um teorema.

o = Fo

m Uma l6gica é decidivel se existe um procedimento, cuja
terminacao seja garantida, que determine se uma dada
formula € um teorema ou nao.
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Resolucao

[MRES1]

(D' v

(D V mz)

(D v D))

®m Formulas sao primeiramente transformadas em sua forma

normal.

(l1V.o V) Aper Voo V) Ao ALV LV )

m Literal: p ou —p, onde p € um simbolo proposicional.
m Disjuncles de literais sdo chamadas de clausulas.

Seminario IME/USP — 08/05/06 - slide #10




® Provas em Sistemas Modais

Motivagao

Overview

Légica Proposicional

@ Introdugao e Sintaxe

® Semantica

@ Propriedades Semanticas
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@ Eficiéncia Il

@ Exemplo

Logica de Conhecimento

Conclusdes
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Forma Normal Conjuntiva

1. implicacoes e duplas implicacoes sao reescritos:

(m V1)
(me V) A (e V1)

2. negacoOes sao reescritas (De Morgan’s):

~(p A1) (V1))
(o V) (mo A=)

3. duplas negagodes sao eliminadas, i.e. =——¢ — ¢

=1 —
oY —

—

—

4. leis distribuitivas sao aplicadas:
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Exemplo |

(peqV(res)

L.p=gN(@g=p)V({(r=sA(s=1))
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Exemplo |

® Provas em Sistemas Modais

Motivagcao

Overview

Légica Proposicional 1 -
@ Introdugao e Sintaxe

® Semantica 2 .
@ Propriedades Semanticas

@ Métodos de Prova — |

@ Semantica e Prova

@ Resolugao

O CNF

@ Eficiéncia

@ Exemplo Il

@ Eficiéncia Il

® Renomeagao

@ Exemplo Il

@ Eficiéncia Il

@ Exemplo

Logica de Conhecimento

Conclusdes

C. Nalon

(peq) V(res)

(p=q AN(g=p)V((r=s5)A(s=r1))
(kpV @) A (=gVp)V((=rVs)A(=sVr))
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Conclusdes
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Exemplo |

(p&q)V

(r < s)

(r=s)A(s=r1))
V((=rVs)A(msVT))

JA((mpV @)V (msVT))A((mqVp)V

V(msVr)))
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Conclusdes

C. Nalon

Exemplo |

(peq) V(res)

V(r=s) A(s=r))
V((=rVs)A(msVT))
)JA((=pV @)V (nsVT))A((mgVp)V

V(msVr)))

((mpVqV —rVs)A

(=pVaqgVrV-as)A
(pV gV -rVs)A
(pV—gVrV—s))
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(~RVRV-PVP
(-RVSV-PVP
(-RVRV-QVP
(—RVSV-QVP
(-RVRV-PVQ
(-RVSV-PVQ
(-RVRV-QVQ
(

)
)
)
)
)
)
)
RV SV-QVQ)

> > > > > > > >

(=-SVRV-PVP)
(~SVSV-PVP)
(-SVRV-QVP)
(=SVSV-QVP)
(=-SVRV-PVQ)
(~SVSV-PVQ)
(-SVRV-QVQ)
(=SVSV-QVQ)
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O CNF
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oEicena |
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@® Renomeagao

@® Exemplo Il

@ Eficiéncia Il

@ Exemplo

Logica de Conhecimento

Conclusodes

C. Nalon

(-RVRV-PVP)
(~RV SV -PVP)
(-RVRV-QVP)
(~RVSV-QVP)
(~RV RV -PVQ)
(wRVSV-PVQ)
(-RVRV-QVQ)
("RVSV-QVQ)

> > > > > > > >

(-SVRV-PVP)
(~SVSV-PVP)
(-SVRV-QVP)
(=SVSV-QVP)
(=-SVRV-PVQ)
(-SVSV-PVQ)
(-SVRV-QVQ)
(=SVSV-QVAQ)
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® Renomeagao
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Logica de Conhecimento

Conclusdes
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Exemplo |

(aND)V (cAd)

= ((aVe)AN(aVd)AN(bBVe)ADVd)
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Logica de Conhecimento

Conclusdes

C. Nalon

Exemplo |

(aND)V (cAd)
= ((aVe)AN(aVd)AN(bBVe)ADVd)
(aND)V(cANdANe)

= ((aVe)AN(aVd)AN(aVe)ANbVe)ANbVA) NDbVe))
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@ Exemplo

Logica de Conhecimento

Conclusdes

C. Nalon

Exemplo |

(a AD)V (cAd)
= ((aVe)A(aVd)ADBVe)ADBYd)
(aAD)V (cAdAe)
= ((aVe)Aavd) Alave)ABVe)ADBVA)ADYe)
(aANbAFYV(cAdAe)

= ((aVe)A(aVd)N(aVe)A(BVe)A(BVA)A(DVe)N(fVN(fVA)N(fVe))
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Logica de Conhecimento

Conclusdes
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m N

Eficiencia ll

m Explosao combinatorial:

(iAo NL)V (kLA

Akn) = O(m x n)

m Em geral:
Y p(¥) p(¥)
P1 A ... N pn > i1 P(#i) [17=1 B(wi)
1V ...V on [17=1 p(wi) > i1 P(i)
1 = P2 p(¢1)p(p2) p(p1) +P(p2)
1< w2 | ple1)p(e2) +P(e1)p(e2) | ple1)p(p2) + Pe1)D(p2)
—p p(p) p(p)
atbmico 1 1
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Renomeacao

m Técnica baseada na introducao de novos literais;
m Literais substituem subformulas;

® Introduz também clausulas que dao significado a estes
novos literais, dependendo da polaridade:

Seja ¢ a férmula a ser substituida, entao:

Pol(p) >0 = new, = ¢
Pol(p) <0 = ¢ = new,
Pol(p) =0 = new, &
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Exemplo |

(aNDANf)V(eNdANe)
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Exemplo |

(aNDN f)V

(cANdANe)

NEW (g AbAS) V NEW (cAdNe)

newgapaf) = (@ ANbA f)

newadne) = (CAdAe)
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Exemplo |

(aNDNf)V(eANdANe)

NEW (g AbAS) V NEW (cAdNe)

newapnf) = (@ ANDA f) newepane) = (cAdAe)

TNEW(gnbAF) V G TNEW(cndne) V C
“NEW(gnpnf) V O TNEW(cndne) V d
TNEW(qgnbAS) V / TNEW(cadae) V €
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m N

Eficiencia ll

B Renomeacao pode evitar explosao combinatorial:
O(m+n) x O(m x n);
®m Pode-se computar, em tempo linear, se renomear uma

subformula é mais vantajoso do que utilizar o procedimento
padrao de transformacao na forma clausal:

[Nonnengart at all, On Generating Small Clause Normal
Forms]

m Esta verificacao é feita através de um calculo baseado em
coeficientes, os quais determinam o quao frequentemente
uma determinada subférmula e sua negacao serao
duplicadas no decorrer da transformacgao padrao;

m A partir do calculo destes coeficientes uma determinada
inequacao pode, entao, ser resolvida e determinar se é
melhor renomear ou nao.
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Exemplo

N e

{p=qq=rtr-{p=r}

P Voq
-q V T
p
-

—q 4,2, RES]
D 5,1, RES]

false 6,3, RES]

Seminario IME/USP — 08/05/06 - slide #19




® Provas em Sistemas Modais

Motivagao

Overview

Légica Proposicional

Logica de Conhecimento
[@inoduczo |
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Conclusoes
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Introducao

m Uteis na especificacdo de sistemas multi-agentes, sistemas
distribuidos, protocolos, bases de conhecimento, etc.

segredo

chave
—msg

A

segredo
chave
msg

segredo
chave

msg

AC

AC
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Exemplo - Formalizacao

erosemsemasiiocas — |Ntroduz uma nova modalidade para cada agente: K; o.

Motivagao

Karice S€Qredo

Overview

Légica Proposicional KAl'L'ce KC’harlie Chave

Logica de Conhecimento

Sl N Katice Konariie (Chave A send(Alice, Charlie, msg) = Kchariie

@ Sintaxe Segredo)

@ Semantica

@ Resolucao ) ]

S send(Alice, Charlie, msg) = Kaiice Kchariie S€gredo
xemplo Acabado

® Regras de Inferéncia

® Exemplo KAlice KBob_‘ chave = KAlice KBob_‘ Segredo

Conclusoes
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@® Exemplo
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@ Regras de Inferéncia

@® Exemplo

Conclusoes

C. Nalon

Sintaxe

Axiomatizacao: KL(n) =K, T,D, 4, 5.

FKi(p=7v) = (Kip = Kiv)
FKio =

FKip = —Kimgp
=Ko=K Ko

Ko = Ki—Kim g

RO AR

Sintaxe:

m Simbolos Proposicionais: P = {p,q,r,p’,q¢,7’,...};
B Constantes: true, false;
m Operadores Classicos: —p, (p A ¢), (¢ V @), (¢ = ¢),
(v < 9);
m Operadores Modais: K; p, Vi € A, where A = {1,... n}.
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@ Exemplo - Formalizacéo
@ Sintaxe

@ Resolucgao

@® Exemplo

@ Exemplo Acabado

@ Regras de Inferéncia

@® Exemplo

Conclusoes

C. Nalon

Semantica

Semantica baseada em estruturas de Kripke

M: <W,K1,...,/Cn,ﬂ'>

onde W é um conjunto de mundos; K; sao relacdes de
equivaléncia; e m: W x P — {true, false} € uma fungao.
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@ Exemplo Acabado

@ Regras de Inferéncia

@® Exemplo

Conclusoes

C. Nalon

Resolucao

Inicial

Literais

Clausulas na forma:

*/\A:/\ “ 4

-
start = \/ [y
b=1

r
true = \/ mi,
b=1

.
true = \/ [y
b=1
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Conclusoes

C. Nalon

Exemplo

K1K2(a$b)iK1(K2a:>K2b)
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Motivagcao
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@ Exemplo - Formalizacéo
@ Sintaxe

@ Semantica

@ Resolucgao

@ Exemplo Acabado

@ Regras de Inferéncia

@® Exemplo

Conclusoes

C. Nalon

Exemplo

1. start = 1

K1K2(a$b)iK1(K2a:>K2b)

2. t1:>—|K1K2(a:>b)\/K1(K2a:>K2b)
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Motivagcao

Overview

Légica Proposicional

Logica de Conhecimento
@ Introdugao

@ Exemplo - Formalizacéo
@ Sintaxe

@ Semantica

@ Resolucgao

@ Exemplo Acabado

@ Regras de Inferéncia

@® Exemplo

Conclusoes

C. Nalon

Exemplo

. start = 1

a > b~

to = —Kg (a = b)

K1K2(a¢b)iK1(K2a:>Kgb)

t1 = Ki Ko (a:>b)\/K1 (K2a2>KQb)
t1 = Ki—ta VKits

ts = (Ko a = Ko d)
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Motivagcao

Overview

Légica Proposicional

Logica de Conhecimento
@ Introdugao

@ Exemplo - Formalizacéo
@ Sintaxe

@ Semantica

@ Resolucgao

@ Exemplo Acabado

@ Regras de Inferéncia

@® Exemplo

Conclusoes

C. Nalon

Exemplo

. start = 1

to = —Ko—tg

© N O Ok Db =

to = —Kg (a = b)

ty = —(a = b)

K1K2(a$b)iK1(K2a:>K2b)

t1 = Ki Ko (a:>b)\/K1 (K2a2>KQb)
t1 = —Ki—ts VKits

ts = (Ko a = Ko d)
—|t1 V ﬂKl —th V Kl t3
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Exemplo

® Provas em Sistemas Modais

Motivagéo K1 KQ (a = b) = Kl <K2 a = K2 b)
Overview
N N 1. start = t;
Légica Proposicional
Légica de Conhecimento 2 tl = ﬂKl K2 (a = b) \/ Kl (K2 a = K2 b)
:greor:sri)a?Formalizagéo 3 tl = _'Kl_' t2 \/ Kl t?)
@ Sintaxe
@ Semantica 4. tQ = ﬁ}'<2 (a = b)
@ Resolucgao
5. t3 = (Kaa = K2 b)
@ Exemplo Acabado
® Regras de Inferéncia 6 _ltl \/ ﬂKl _th \/ Kl t3
® Exemplo
Conclusodes 7 t2 = _|K2_'t4
8. t4 = —(a=0)
9. —to V =Koty
10. —t4 V a
11. =t4 vV —b
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Exemplo

® Provas em Sistemas Modais

Motivagcao

Overview

Légica Proposicional

Logica de Conhecimento
@ Introdugao

@ Exemplo - Formalizacéo
@ Sintaxe

@ Semantica

@ Resolucgao

@ Exemplo Acabado

@ Regras de Inferéncia

@® Exemplo

Conclusodes

—_—t b ek
N = O ©

C. Nalon

© N O Ok Db

K1K2(a$b)iK1(K2a:>K2b)

start = {1

t1 = KiKa(a=0b) VK (Kaa = Kab)
t1 = —Ki—ta VKits

to = —Kg (a = b)

t3 = (Ko a = Ko b)

—t1 V —Ky —tg V Ky t3

to = Koty

tg = —(a = b)

=ty V = Ko—ty

—ts V a

. —tg V b
. —tz3 = Koa VKb
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Exemplo Acabado

® Provas em Sistemas Modais

Motivagdo Kl K2 (CL = b) = Kl (K2 a = K2 b)

Overview

. start = 14

. true = —t; V =Kty VK; t3
. true = ity V Koty

. true = -4 Va

Légica Proposicional

Logica de Conhecimento
@ Introdugao

@ Exemplo - Formalizacéo
@ Sintaxe

@ Semantica

@ Resolucgao

@® Exemplo

@ Regras de Inferéncia

@® Exemplo

. true = —t, V b
. true = —t3V Koa vV Ky b

o 0ok WO =

Conclusoes
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Motivagao

Overview

Légica Proposicional

Logica de Conhecimento
@ Introdugao

@ Exemplo - Formalizacéo
@ Sintaxe

@ Semantica

@ Resolucgao

@® Exemplo

@ Exemplo Acabado

@ Regras de Inferéncia

® Exemplo

Conclusoes

C. Nalon

Regras de Inferéncia

IMRES1] true = (DVmy)
true = (D'V-m;)
true = (DV D)
Exemplos
1. true = —-zxVy 1. true = -xVKiy
2. true = -—-zV -y 2. true = —-zV-Kiy
3. true = -—-xzV-z [1,2M1] 3. true = -—-xVz
1. true = -xzVKpy
2. true = -—-zV-Kyy
3. true = -~wV-yV-Kyz

[1,2,M1]
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Regras de Inferéncia

® Provas em Sistemas Modais

Motivagao [M RESZ] tI'U.e :> (D \/ K’I, l)
Overview true j (D/ \/ K’L _|l)
Légica Proposicional true :> (D \/ D/)

Logica de Conhecimento

@ Introdugao

@ Exemplo - Formalizacéo

@ Sintaxe Exemplo
@ Semantica

@ Resolucgao

@® Exemplo

@ Exemplo Acabado

@ Regras de Inferéncia

® Exemplo

1. true = —-zVKiy

Conclusoes

2. true = -zV-Kiy
3. true = —-xVz [1,2,M2]
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Regras de Inferéncia

® Provas em Sistemas Modais

Motivagao [MRES3] tI‘ue i (D \/ K’L l)
Overview true = (D'V-l)
Logica Proposicional true j (D \/ D/)

Logica de Conhecimento

@ Introdugao

@ Exemplo - Formalizacéo

@ Sintaxe Exemplo
@ Semantica

@ Resolucgao

@® Exemplo

@ Exemplo Acabado

@ Exemplo 1. true = -V Kl Yy

Conclusées 2. true = -z V Y

3. true = -—-xVz [1,2,M3]
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Regras de Inferéncia

® Provas em Sistemas Modais

Motiagdo IMRES4] “(true = (DV-K;l))
*(true = (D' V)
“(true = (DV-K;=D’))

Overview

Légica Proposicional O

Logica de Conhecimento
@ Introdugao
@ Exemplo - Formalizacéo

@ Sintaxe Justificativa Exemplo

1. *(true = (D' V1))

e 2> (D' =) L true = —wv-kiy

@ Exemplo 3. *K;(=D' =1) 2. true = -—zV -y

Conclusdes 4. *(K;-D' = K;1) 3. true = -xV-Kiz [1,2,M4]
5. *(true = (—K; =D’ vV K;1))
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Motivagao

Overview

Légica Proposicional

Logica de Conhecimento
@ Introdugao

@ Exemplo - Formalizacéo
@ Sintaxe

@ Semantica

@ Resolucgao

@® Exemplo

@ Exemplo Acabado

@ Regras de Inferéncia

® Exemplo

Conclusoes

C. Nalon

Regras de Inferéncia

IMRES5] true = (LVK;l;VK;loV...)

true = (LVLVipV...)

Exemplos

1. true = -—-xzVKiy

2. true = -—-xVy [1,M5] b
1. true = —-aVKiy
2. true = -—zVKgyy
3. true = -—-wV-yVv-Kyz
4. true = —xTVy [1,M5]
5. true = -V -z [4,2,M3]
6. true = -—-zV-wV-Kyz [3,4,M3]

true

=

—|x\/K1y\/—|Klz
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Overview
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@® Exemplo

@ Exemplo Acabado

@ Regras de Inferéncia

® Exemplo

Conclusoes

C. Nalon

Exemplo

e B A o

start
true
true
true
true
true
true

true

K1K2(a:>b):>(K1K2a:>K1Kgb)

L T T R

x
—xV Ky y
-y VKsz
—zV-aVb
-z VKt
-tV Ksa
-V -Ki=r

—rV -Kab

9. true
10. true
11. true
12. true
13. true
14. true
15start

A

—rV —Ks zV -Ksa
—rV —Ks 2z V =t
—rV -y V ot

—xV Ky VKt
-z V —Kyy

-

false

8,4, M4]
(9,6, M1]
(10, 3, M1]
(11,7, M4]
(12,5, M1]
13,2, M1]
(14,1, 1]
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Resultados

@ Provas em Sistemas Modais [ ] TermlnaQéO, ConS|SténC|a e CompletUde,

—— m Facilmente combinado com resolucao temporal
Overview ;s . . ~

o m | 0gicas que admitem interacoes:

0ogica Froposiciona

Légica de Conhecimento OKZ 90 :> K,L O 90

T —

m Resolugao para outras légicas modais:

1. Como obter formas normais que sejam melhores;

2. Método de prova baseado em resolucao levando-se em
consideracao a teoria da correspondéncia;

3. Producao de modelos a partir de formulas que nao sejam
validas.
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